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Integrales indefinidas

< 2X% - Ax+1

1. Calcular 5 X
(x° - 2x+1)

(Junio 1997)

Solucion:

2X% - 4x+1 _2x2-4x+1 A, B . C _Ax- 1)% + Bx(x - D+Cx _

x(x2- 2x+1)  x(x-1? x x-1 (x-1)? X(x-1)°
iA+B=2 iA 1
~(A+B)XT+(-2A- BrCOx+A I-2A B+C=-4b |B=1
X(X - 1) i 1
(A=1 c=-1
Por tanto:
N 2X% - 4x+1

1 1
7 2x*D) dx = qu+de+rdx In|x|+In|x - ]j+_l+c :

2. Calcular Cyos\/S_X dx
(Septiembre 1997)

Solucion:

Llamemos ~/3x =t b dx =dtp —dx dtp dx —?dt. Entonces, primero

2\/3
por sustitucion y la que resulta por partes tenemos:
éu=t dv= costdtu 2

0S 3xdx—— costdt—
(505 3x 30 &u=dt v=sent 4 3

(tsent O;en tdt)

=%(tsent- (- COSt))+C=%(tsent+cost)+c:%(\/&sen\/&ﬂos 3x)+C. ‘

3. Calcular I = (y2x +4)>% > dx
(Junio 1998)

Solucion:

La integraremos por partes:
eu 2x+4 dv=edxU P
U (2x+4)—e c‘)S—>e‘5X dx =

02x+4)>95xdx -1
€du=2dx v=—e>U
e 5 o}
- (2X+4)e—5x +Ec\je—5xdxz_ (2X+4)e—5x+2'le—5x+cz
5 5 5 55

:_—1e'5X Bx +£9+C. "
5 & b5
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2
\ +
4. Calcular la integral | = 2X 5X‘:r4dx

(Septiembre 1998)

Solucion:

Como el numerador y denominador tienen el mismo grado efectuamos la division.
Se obtiene: X’ +4:(x2 - 5x+4)>§_+ 5x. Dividiendo los dos miembros entre

- Bx+4: X2 +4 1y 5X
" x?-5x+4 x2-5x+4°
Pero — 5x _ 5x _ A + B :A(x-4)+B(x-1):
X°-5x+4 (x-1(x-4) x-1 x-4 (x-1)(x- 4)
- - 1A+B=5 -
:(A+B)x+( 4A B)p : b A:—S;B:E.
(x-D(x- 4) 1-4A-B=0 3 3
2
Entonces X +4 =1+ X = S 20

= =1- + .
X% - 5x +4 x*-5x+4 3(x-1) 3(x-4)
X?+4 20, 1

Por tanto: Q(i Oix- _Q<_ x+—Q(—dx:

—x-—In|x ]j+ In|x 4+C.

5. Calcular éxxidx
' 2. 4x+13

(Junio 1999)

Solucion:

Al igual que en el ejercicio anterior, efectuando la division se tiene:
x*+1 L X

x* - 4x +13 x? - 4x +13

X% +1= (x2 - 4x +13) X+ 4% b

El polinomio x?- 4x+13 no tiene raices reales. Descompongamos el numerador
buscando una expresion que sea la derivada del denominador, es decir, 2x — 4:

4x:%(2x- 4+4)=2(2x - 4)+8.

Entonces: aX = 2(2X 4) 8 . Por tanto:
X2 - 4x+13 X2 - 4x+13 X% - 4x +13
~ X2+l : 4x 2(2x 4) 8 o}

dx = ‘a.eL _dx— -dx =
- 4x +13 Q X* - 4x+13 g Q NG -4x+13 x* - 4x+13 g

= c\j]x +26A22X;4dx +6A87dx =(*)
- 4x+13 2. 4x +13
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La Gltima integral se calcula modificando adecuadamente la expresion x* - 4x +13

en otra del tipo (x- m)>+n®. En este caso x°- 4x+13=(x- 2)>+3*. Por tanto
N ~ 2X-4 N 8

*) =X +2 dx + dx =

) d O ax+13 QX-2)2+32

8
_\X+2\ 2X-4
=0 20 ™ 0;20

3 5
1
:c\jlx+2\ 2x-4 8 3 dx =
O ax+13" 30x 29
3 5
=x+2lnx’ -4x+13|+ arctgg - 28 +C t

6. Calcular @<3e'4xzdx
(Septiembre 1999)

Solucion:

. .y _ax2 . _ax2

Procederemos por partes. Como la derivada de la funcién y =e* es y'=-8xe ",
-, _Ax2 , . .

tomaremos como funcidn u =x?, para que dv =xe ** dx sea facil de integrar:

€ u=x2 dv=xe*dxU 1
\ 3e-4x2dX:§ i i l:|:'_X2e-4x2 oA X'_e-4x2 -
o u=2xdx v=—e™ U 8 ¢ 8
e 8 ¢!
-1 204 -1l oo e 1-1 e _ "Ll o e 11 40
=—X + e = —x%e ™+ 8xe ™ =—=xe ™ +=—e ™ +C=
8 70 8 R 8 48
:'_:I-Xze-4x2 +l'_1€-4 C——e ax* B 2 +_ +C ;
8 48 8 & 45
7. Caleular ;1
' O+ x2- 6x
(Junio 2000)
Solucién:
x+1 x+1 A B C

= =—+ + =
X3 +x%-6x  x(x-2)(Xx+3) x Xx-2 Xx+3

_A(X- 2)(x+3)+Bx(x+3)+Cx(x- 2) _(A+B+C)x*+(A+3B- 2C)x- 6A
- X(X - 2)(x +3) - X(X - 2)(X +3)
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jATBre=0 ?? 1 1. 3 2
b lA+3B-2C=1p [B==p 0= =", f_°
i B i 10 x*+x°-6x 6x 10(x-2) 15(x+3)
L-6A=1 L
T
N X+1 -1.1 3.1 2 \1
Por tanto dx =— dx +— dx - — dx =
3 +x?%- 6X 6 OA_ 10 K- 2 150A—+3

:_—1In|x|+iln|x- 2- iIn|x+3|+C. t
6 10 15

N 3x

8. Calcular mdx

(Septiembre 2000)

Solucion:

El polinomio x?+2x+3 no tiene raices reales. Descompongamos el numerador
buscando una expresion que sea la derivada del denominador, es decir, 2x + 2:

3x=%(2x+2- 2)=%(2x+2)- 3.

3X _3 2x+2 3
X2+2x+3 2x°+2x+3 x*+2x+3

Entonces: . De este modo:

N 3x 3\ 2X+2

N 1
dx =— dx- 3 dx =(*
O,<—2+2x+3 2q2+2x+3 O,<—2+2x+3 ®)

La Gltima integral se calcula modificando adecuadamente la expresion x> +2x +3
. 2
en otra del tipo (x- m)?+n?. En este caso X2 +2x+3=(x+1)% +2 = (x +1)> +/2".

PortantO'(*)zg‘ Xt 3 ———dx =
' 207 ox+3 Qx+1)2+2
1
38 xXH2 s g
2% +2x+3 Q;+1('jz+1
&V2 &
1
N\ + N\
35 2x42 32 2__gy-
2 Uz o5 +3 2 16
— +1
&§V2 &
=—In(x2+2x+3)- 3ﬁarctgae(+12+c. t
V2 5
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2

9. Resuelve ¢ E(x2-+11) dx

(Junio 2001)

Solucion:
-1 _A Bx+C_A(X+1)+(BXx+C)x _(A+B)x*+Cx+A
xix2+1i X x*+1 x(x2+1) x(x2+1)
JA+B=1 JA=-1
bic=0 b [B=2.
ta=-1  {c=o0

Entonces:
\ X-1 -1 < 2X x?+1
dx = dx + dx =- In|x|+In[x* +2+C =In +C.
(x2 +1) (6 Yt e A | ]l !
10. Calcula éﬁ#dx
- 4X° +4x
(Septiembre 2001)
Solucion:
xt2 _ x+2 A B  _C _A(X- 27 +Bx(x- 2)+Cx _
x?- 4x*+4x  x(x-2)° x x-2 (x-2)° X(x - 2)°
. _ . 2
2 1A+B=0 I
(A+B)x* +(-4A- 2B+C)x+4A _j -1
= > P {-4A-2B+C=1b |B=—. Por tanto:
X(x- 2) {4A =2 i 2
S iC=2

|
N X+2

dx—l‘ldx-i‘ 1 dx + 2 1 dx =
O a2 +ax > O 2 02 QX-Z)Z

=2inp- 2inx- 2- = +c=2nl 2. Zovc=m [ X Zose,
2 2 X- 2 2 Ix-2] x-2 X-2] X-2
11. Calcula ¢ X -2 dx
' Oc 3x+2
(Septiembre 2002)

Solucion:

x2-2 x2-2 A B C
= + +

X3-3x+2  (x+2)(x-1)? x+2 x-1 (x-1)?
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:A(x-1)2+B(x+2)(x- 1) +C(x+2) :(A+B)x2+(-2A+B+C)x+(A- 2B+2C)

(X +2)(x-1)° (x+2)(x-1)°
R _ . 9
1 A+B=1 | -
b l-2A+B+C=0 U%Bza.

{A-2B+2c=-2

—_——— —
(@
1
1
wl| L

2 ~ 1

Por tanto (y— -2 dx—g‘ 1 dx+z‘ 1 dx-i dx =
CJ/<-3-3X+2 9CI+2 9@-1 3CJX-1)2

1
3(x-1)

2 7
:§In|x+2|+§In|x-]j+ +C. 4

12. Calcula la siguiente integral: (‘)I‘X—de (L = logaritmo neperiano)
(Septiembre 2003)

Solucion:
Procedamos por partes:

é ~1
Lx & u=Lx dv-—dxa Lx Lx
O—\ dx =@ 0= (Lx Lx-o—\ dx b 20—\ dx = (Lx)* b
X édu—idx v—LxH () X X =)
& x 6
2
b ‘LXd :(Lx) +C.,

13. Determina f(x) sabiendo que f "'(x) = 24x; f"(0) =2, f'(0) =1y f(0) = 0.
(Junio 2005)

Solucion:

f "(X) serd una primitiva de f "(x) = 24x. Por tanto f"(x)=12x*+C. Como
f"0) =2bp f"0)=12>0°+C=2pb C=2, con lo que f"(x)=12x*+2. Una
primitiva de esta Gltima es 4x>+2x+C vy entonces f'(x)=4x®+2x+C. Pero
f'(0)=1b C=1y f'(x)=4x>+2x+1. Finalmente f(x) sera una primitiva de f '(x)
P f(x)=x*+x*+x+C,ycomof(0)=0P C=0y f(x)=x*+x"+x.+
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14. Calcula la primitiva de (% ;;& dx.
(Septiembre 2005)
Solucion:
X \/_dx OA_dX+OA_dX qu+02dx In|x|+—+C—
2
= In|x|- —=+C=In|x |-i+c :
Jx
. . N +2
15. Calcula la integral indefinida (y
- 2x+1
(Junio 2006)
Solucion:

X+2 X+2 _ A + B + C _
So2x+1 6 x-1 -
o (x-1)$<+\f 1—g f+12 X X+\§+l X'§+;

e 2g
Agx+\/_+l_g V5 1_+B(x 1) x-\/_+1_+C(x 1)({;x+\/—+1
_ 2g e 2g e Zz:
V5 10 f 16
X-1)cX+—
( )9X 25t
0] 0]
Ax2+Ax-A+Bx2-§ej—+1 ae‘/—-l-B+Cx +{ E-C éae/§+1 -C
_ 2g e 2 g e 2 g 2 g _
& Oee 0
(x-1)9x+\£ 1 9 f L
e Zz
e o] o] 0 0
(AvBropc vga- o0+ 1084 B0 1000 E a0 105 5, 106
_ gez 24 Zzﬂzg &2 24 §2 Zﬂﬂp
B e f 1022 \E 16
(X 1)gX+ —g
e 221
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i
| i
TA+B+C=0 TA=3
I . N T
I 5 5 !
b %A-ae\gﬁimaeﬁ-lic_l b %B—ﬁ-g
i &2 25 §2 25 i 10 2
! & 16, @b 16 lc= 15 3
- Ate—-—:B- —+—iC—2 | 10 2
i 2 25 &2 25
Por tanto:
N X+2 L1 a75 36, 1 &75 36 1
dx =3 dX +g——- —= dx+g- —- —x dx =
O ox+1 "0 €10 250 F 1§ 10 230 5 1
X+-—+= X+-——- =
2 2 2 2
0] & 0]
:3In|x-]j+aa7\/§-§iln x+£+l+ -ﬁ-giln x+£-1+C.T
€10 25| 2 2/ § 10 2} 2
16. Calcula la siguiente integral: ¢ dx
: g oral: 2
(Septiembre 2006)

Solucion:
Efectuando la division se tiene: x®+1= (x2 +4)x +(-4x +1). Dividiendo ambos

x*+1 Loax+1
X* +4 X +4

miembros entre x> +4:

Por tant ‘X3+1dx—‘dx+‘_4X+1dx—‘dx+‘_4X dx + @ 1 dx =
R & TR € ol 6 vl € RAR 6 E2ri il 6 Eayiely

1
< < 2X 1. 9 x? 1 a0
= OdX- ZOde +Ecwgz+ldx :?- 2|n|X2 +4|+Earctg 855+C t
&5
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17. Calcula la siguiente integral: qz—\/_dx
+4/X

(Indicacion: Puede ayudarte realizar un cambio de variable adecuado.)
(Junio 2007)

Solucion:

Llamemos 1++/x =t . Entonces ——dx =dt b dx = 2J/xdt b dx = 2(t- 1)dt.

24/x

Sustituyendo:
2 2 _oate1l 16, _
O 7 9= Gp2(t- Dt =4t _4c‘i§- el =4(t- n]y))+

4(1+&- In|1+&|)+c =4x - 4|n|1+\/§|+C', donde se ha llamado
C'=4+C.;

_— . ~ X
18. Calcula la siguiente integral: qfdx
X +1)°

(Septiembre 2007)
Solucion:
x _ A, B . C _A(X+1)°+B(x+1)+C _
(x+1)°> x+1 (x+1)* (x+1)° (x +1)°
2 4 (o i1A=0 1A=0
A H2ATBIX+(A+B+C), Toarp=1 b |B=1
(x+1)° i i
iA+B+C=0 (C=-1
Entonces X - t 1 y por tanto:

(x+D°  (x+1)* (x+1°°
1 2x+1

< X <1
dx = +Cc=-X* ic.
(0 preTE C{x+1)2 C{x+1 TXAL 2x+1) 2x+1?F T

19. Calcula la integral 02 X x 9X5;32+6dx

(Junio 2008)

Solucion:
Efectuando la division se tiene 2x°- 9x? +9x+6 = (x2 - BX +6)(2x +1) +2x.

Dividiendo los dos miembros entre x2 - 5x +6 tenemos:

2x%- OX? +9x+6 _ 2X
; =X+l
X" - 5X+6 x2-5x+6
- + -
Ademas: — 2% - 2x _ A B _AX-9+B{X-2)_

X2-5X+6 (X-2)(x-3) X-2 x-3  (x-2)(X-3)
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_(A+B)x+(-3A-2B) | 1A+B=2 ]A=-4

(x- 2)(x- 3) 1-3A-2B=0 {B=6
3_ 2 _
Entonces 2X 29x +9X+6:2x+1+2L:2x+1+ 4 + 6 )
X°-5x+6 X - 5x+6 X-2 X-3

2x3 - 9X? +9x +6

Por tanto (3 N~ dx = C‘SZX +1)dx - 4C\)K1_2dX+6C\)K1_3dX =

x> +x- 4lIn|x- 2 +6In|x- J+C. 1
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