Matrices Pedro Castro Ortega

1. Definiciones

Una matriz es un conjunto de elementos (nimeros) ordenado en filas y columnas. En general una matriz se
nombra con una letra mayuscula y a sus elementos con letras mindsculas indicando en subindices la fila y la
columna que ocupa:

&y, &, Q5 ... a, 0
(; =
_e8y 8y Ap e A - _
A=6 = (aij ) i=12,.m
L g j=12...n
(;; =
eaml amz am3 """ amn 7]

La matriz anterior tiene m filas y n columnas. Se suele decir que es de orden o dimension m" n. Los
elementos a; son nimeros reales: a; | j . El primer subindice, i, indica la fila y el segundo, j, indica la

columna que ocupa el téermino a; .

Dos matrices son iguales cuando son del mismo orden y coinciden término a término. O sea, si A= (aij )m, )
y B=(b-j)m,n,entonces A=BU a;=b,,"i=1..my"j=1..,n.
Dada una matriz A:(a”.)m,n, se llama traspuesta de A, a otra matriz que denotaremos por A' y que se

obtiene al cambiar en A las filas por las columnas y las columnas por las filas. Es decir A= (aji) . Por

nm

1 -5 00
el -2 0 36 ?2 ) ¢
ejemplo, si A=%-5 4 6 -7.P At:g0 5 1: Observa que, sea quién sea la matriz A,
0 2 -1 -44 c -
&3 -7 -44

siempre se cumple que (At )t =A.

Una matriz es cuadrada si tiene tantas filas como columnas. En este caso, en vez de decir que es de orden
n" n, diremos que es de orden n. Dada una matriz cuadrada A de orden n, se llama diagonal principal de la
matriz A a los elementos a,,, a,,, a;,...,a,,

Una matriz cuadrada A es simétrica si coincide con su traspuesta, es decir, si A= A". Por ejemplo, la matriz

el -7 60

c=%7 4 3 : es simétrica pues C =C". En este caso, ademas, los elementos de la diagonal principal
é 6 3 -25

sonl, 4, -2.

Una matriz cuadrada recibe el nombre de matriz triangular si los elementos situados por encima o por
debajo de los que ocupan la diagonal principal son nulos. Por ejemplo, son matrices triangulares:

8 2 -3 66a&8 0 0 006
0 -4 1 0787 -6 0 0
¢c0o 0 2 - 5?’ ¢5 -3 2 0+
0 0 0 -1y &4 3 -2 1,
Una matriz cuadrada se dice que es diagonal si los Gnicos elementos no nulos que puede tener son los de la

a4 0 0o
diagonal principal. Por ejemplo, la matriz S -2 0: es diagonal.
éo 0 45

2. Operaciones con matrices
Hay tres operaciones basicas con matrices: producto de un nimero real por una matriz, suma de matrices y

producto de matrices. Veremos con detenimiento cada una de ellas, pues no es posible sumar o multiplicar dos
matrices cualesquiera.
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2.1. Producto de un nimero por una matriz

Para multiplicar un ndmero real k por una matriz A= ~, se multiplica el nimero k por todos y cada uno
IJ m n

a -1 2 0 &3 3 -60
de los términos de la matriz A: kA = (kaii)m'n' Por ejemplo, si A= ¢ -7 - 3_b -3A= G.24 21 9 I
§4 5 - 9@ é 12 -15 27@

2.2. Suma de matrices

Para que dos matrices A y B puedan sumarse, es necesario que sean del mismo orden. En este caso, la suma se

efectlia término a término: dadas A:(aij) ~yB :(b.) b A+B :(aij +bij) . Por ejemplo, las matrices
mn mn m n

]
1 -3 -5¢ 5 -3¢ . )
A_ae O B:aé' 9 se pueden sumar porque son del mismo orden y se tiene que
&2 4 64 &1 8 -

ﬂ
pyp Xl 3 50 88 5 -35_ab 2 -80
62 4 658 8 -55 %112 15

2.3. Producto de una matriz fila por una matriz columna

Ni que decir tiene que una matriz fila es la formada por una sola fila y una matriz columna es la formada por
una sola columna. Una matriz fila se puede multiplicar por una matriz columna si ambas tienen el mismo

a, 0

Cp. ~
nGmero de términos. Es decir si A:(a”)l,n =(a, a, .. a,)yB=(b,), :g *'* entonces el producto es

&b, g
o, 0
Cp, T 3 o
AB=(a, a, ... ain)g 21:: a,b,+a,h, +...+a,b, =g a,b, . Observa que el resultado de multiplicar
i=1
&b, 5
240
© o

una matriz fila por una matriz columna es un nimero real. Por ejemplo: si A:(l -2 3 5) y B :g =
&7
e 40

¢ o
entonces: AB=(1 -2 3 5) ——1>( 4)+(-2)q-2)+35-5)+5x7 =-4+4-15+35=20.

3721

- Grafos y grafos orientados

El mapa de las vias férreas de un pais o el plano callejero de una ciudad representan una red de lineas. Cada
segmento rectilineo une dos puntos, denominados vértices. Pues bien, a la red de vértices y lineas que los unen

se les llama grafo. C
El plano de las cafierias de una ciudad también es un grafo, —

pero éste tiene una diferencia esencial con el plano By C
callejero: el agua va en un unico sentido por la tuberia. Sien Bz Cs
las lineas del grafo sefialamos con un flecha el sentido del D P Bg< (o
movimiento del agua, tendremos un grafo orientado. Cs

Por ejemplo, el plano de la derecha puede representar una B4<: Ce
distribucién teorica de agua muy simple (grafo orientado).
Piensa que de la depuradora D, el agua va al pueblo P, y luego se distribuye a los distintos barrios y calles.
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- Un ejemplo sencillo de la representacion de grafos mediante matrices fila y columna, y la interpretacion del producto

Pensemos que para viajar de una ciudad A a otra ciudad C no hay vuelo directo, sino que es necesario hacer
escala en alguno de los aeropuertos intermedios. Supongamos que el grafo orientado es el siguiente:

(BI~10
: @ 1 1 12 ‘
4 ©

21

Los nimeros que hay al lado de cada flecha indican las horas de salida de cada vuelo. Obsérvese que, por
ejemplo, el viaje desde A hacia C, haciendo escala en Bs, se puede hacer de 6 formas distintas.

El namero de vuelos de A a B, B,, B3 y By, se puede representar mediante la matriz fila (2 1 2 2) y el

aéBC')
g -—
namero de vuelos de By, B, B3 y B4 a C, se puede representar mediante la matriz columna g : La matriz
&5
producto da el nimero total de combinaciones para ir de A a C pasando por alguno de los aeropuertos
aéBC')
g -—

intermedios: (2 1 2 2)8 T=6+2+4+6=18. Es decir, hay 18 formas distintas de ir de A a C.

3321

2.4. Producto de matrices

Para que dos matrices puedan multiplicarse es necesario que el nimero de columnas de la primera coincida con

el numero de filas de la segunda. Concretamente, dadas A = (aik)m, o Y B= (bkj) ~ (observa que el namero de
p'n

columnas de la primera coincide con el nimero de filas de la segunda), se define el producto de A por B, de la
siguiente forma: AXB =C = (cij )m,n , donde c; es el producto de la fila i por la columna j, tal y como se vio en

aéll,-b

Sb
el apartado 2.3: ¢; :(ai1 - I aip)‘? 2‘_—a,1b1]+a,2b2J +...tab,; = é a,b, . La matriz producto C
. k=1

gbpj (%]

tiene tantas filas como la matriz A (m) y tantas columnas como la matriz B (n).
Un ejemplo ilustra muy bien la definicion de producto de matrices:

&2 -3 0 1 0
= B= 3 -4 2 -17. El producto A>B puede realizarse porque la matriz A tiene

-4 H
e §01625

-1
Sean A—aé 30
& 0

tantas columnas como filas tiene la matriz B (3). Entonces: A><B—§i N 32>93 -4 2 -1::
_ao(-2)+(-1)8+30  1(-3)+(-1)(-4)+32 1O+(-1)R+3%6 1A+(-1)X-1)+3R0
T&o(-2)+058+(-4)0 5X-3)+0x-4)+(-4)1 50+0R+(-4)6 54+0x-1)+(-4)%

5 4 16 8
=& 9 Observa que la matriz producto es de orden 2" 4.
§&-10 -19 -24 -3
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- Un ejemplo sencillo de la representacion de grafos mediante matrices y la interpretacion del producto

La provincia A limita con la B y la B con la C, pero A no limita con C. La provincia A tiene tres estaciones de
ferrocarril (A1, A, y As), la provincia B cuatro (B;, B;, B3y By) Yy la provincia C dos (C; y C,), de tal manera
que las conexiones por via ferrea vienen dadas por el siguiente grafo:

A B Cc

En las siguientes tablas se describen el namero de trayectos posibles de la provincia A a la provincia B y de la
provincia B a la C, dependiendo de la estacion de salida y de la estacion de llegada:

C. | C

B:1 | B; | B3| By Bi| 1| 2
Arll | 1]2 |1 B 1|0
AlO0O|1]1]|0 Bs| 1|1
Azl 1 |0 | 1] 2 Bs|l 1| 2

Estos datos se pueden expresar mediante dos matrices: la matriz de los trayectos de la provincia A a la
provincia B y que llamaremos R; y la matriz de los trayectos de la provincia B a la C, que llamaremos S:

-
A4 12 15 2?00
R=80 1 1 07;5=¢
é 911—
101 25
& 25

El producto de las matrices R y S proporciona el nimero de combinaciones para viajar desde las estaciones de
la provincia A a las estaciones de la provincia C, pasando por alguna de las estaciones de la provincia B:
& 20
a1 2 16 ¢ o= & 60
G 1 1 056 =% 47

§1012g92 §45(a

Las filas indican las estaciones de la provincia A (A1, A2 Yy Az) Yy las columnas las estaciones de la provincia C
(C1y Cy). Asi, por ejemplo, el namero 6 de la matriz indica que hay 6 combinaciones para ir desde la estacion
A de la provincia A hasta la estacion C, de la provincia C, pasando por alguna de las estaciones de la provincia
B.

3. Propiedades de las operaciones con matrices

Denotaremos por My, al conjunto formado por todas las matrices de orden m™ n. La estructura de este
conjunto depende de las propiedades de las operaciones con matrices.

3.1. Propiedades del producto de nimeros por matrices
Sia bl jy A Bl My, secumplen las siguientes propiedades.
1. Asociativa: a(bA)=(ab)A
2. Distributiva I: (a+b)A=aA+bA
3. Distributiva Il: a(A+B)=aA+aB
4. Producto por el nUmero 1: 1A=A
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3.2. Propiedades de la suma de matrices
Sean A, B, CT M, Entonces se cumplen las siguientes propiedades:
1. Asociativa: (A+B)+C =A+(B+C)

2. Conmutativa: A+B=B+A
3. Elemento neutro: la matriz O, ., cuyos elementos son todos 0, sumada con cualquier otra matriz

de orden m” n, la deja igual, es decir: A+O=0+A=A
4. Elemento opuesto: la opuesta de la matriz A es otra matriz del mismo orden, - A, cuyos elementos

son los opuestos de los elementos de la matriz A, es decir, si A= (aij) entonces - A= ( aij) . En este
caso se cumple A+(- A)=A- A=0 ;- A+A=0,yaque (aij)+(- aij) :(aij - aij) =(0)=0

3.3. Propiedades del producto de matrices
1. Asociativa: (A, , "8, ,)*C, o =Ar, By, Cy o)
2. El producto de matrices no es conmutativo, es decir, en general el producto A>B no es igual al
producto B %A (siempre que ambos productos puedan hacerse): AxB1 B XA,

3.4. Propiedades distributivas

Si A, B, C, D son matrices cuyas dimensiones permiten efectuar las operaciones que se indican, se cumplen las
siguientes propiedades:

1. A{B+C)=AxB+AxC
2. (B+C)xD=BxD+CD

4. Matrices cuadradas

Designaremos por M, al conjunto de las matrices cuadradas de orden n. Ademas de poder sumarse y
multiplicarse por nimeros, pueden claramente multiplicarse entre si (si multiplicamos dos matrices de orden n
el resultado es otra matriz de orden n). Estas operaciones cumplen todas las propiedades estudiadas hasta ahora.
Pero el conjunto M, tiene algunas otras peculiaridades.

4.1. Matriz identidad o matriz unidad

La matriz identidad o matriz unidad (a partir de aqui sélo diremos matriz identidad) es una matriz diagonal en

la que los elementos de la diagonal principal son todos “unos”. Se denota por I. Por tanto la matriz identidad de
ada 0 0 .. 06

0 1 0 .. O.

¢
S N
ordennseral, =¢0 0 1 .. O+
g -—
g... e o ) I
&0 0 0 .. 1p
Propiedad: dada una matriz A1 M, se cumple que AX_ =1 xA=A. En general se escribe AX =1xA=A,

suponiendo que A e | son matrices cuadradas del mismo orden. Es por esta razon por lo que a | se le llama
matriz identidad o unidad.

4.2. Matriz inversa

Dada una matriz AT M, se llama inversa de A, a otra matriz A'"*T M, cumpliendo: AXA™* =1 ; A'xA=1.

Observa que si la matriz A tiene inversa A™*, entonces al multiplicarlas si se cumple la propiedad conmutativa y
el resultado es la matriz identidad
Es conveniente decir aqui que no todas las matrices cuadradas tienen inversa. Hay unas que si y otras que no.

a 2 35 a0 -2 1o
Por ejemplo, la inversade A=%0 1 2_es A? =¢2 1 - 22, pues AXA"' = A" xA =1 (jcomprueba esto
él 2 45 é 1 0 1

ualtimo).
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4.3. Célculo de la inversa de una matriz por el método de Gauss

Para hallar la inversa, A", de una matriz A, impondremos a la matriz identidad I, los mismos cambios a los que
hay que someter a la matriz A para obtener la matriz identidad

En la préctica, se coloca la matriz A, y a su derecha, la matriz I. Se realizan las transformaciones necesarias para
que A se transforme en 1. Como consecuencia, la matriz que se obtiene a la derecha de | es A™*. Todas las
transformaciones que se realicen seran idénticas a las que utilizamos para resolver un sistema de ecuaciones por
el método de Gauss. Si, al final del proceso, en la parte de la izquierda aparece una fila de ceros, entonces la
matriz A no tiene inversa.

a1 3('5
Calculemos por este método, por ejemplo, la matriz inversa de la matriz A= €1 2 17 .
2 0 0
ad 1310 06 ada 1 3 1 0 06 ada 1 3 1 0 0¢
12101 0%%EY®O 1 -2 -1 1 0%%I®P0 1 -2 -1 1 0 %F%®B
§200001Q, §0-2-6-201§, 0 0 -10 -4 2 15
a0 10 0 -2 6 30 éOOOOOS(’j
0 -5 0 1 -3 17 3‘/4%?@90 - 0 1 -3 1: Finalmente dividimos la primera fila
éo 0 -10 -4 2 12, éo -10 -4 2 15
gl 00 0 0 %2
¢ 1 3 1.
entre 10, la segunda entre -5 vy la tercera entre - 10, obteniendo: go 10 E T e . Por tanto la
2
g0 0 —9
inversa de A es: A‘lz(;-i 3 -1?
¢5 5 5%
G2 1 1>
gs 5 10p

5. Forma matricial de un sistema de ecuaciones
Todo sistema de ecuaciones lleva asociado tres matrices: la de los coeficientes, la de las incognitas y la de los
2x-3y+z=1 0
términos independientes. Por ejemplo, el sistema X +y- 2z =-2 ;, lleva asociada la matriz de los coeficientes
-3X- y+3z :ZL
a2 -3 1 c‘j axo el 6
A=S1 1 -, lade las incégnitas X = gy y la de los términos independientes C = = 2. Por tanto el
é 3 -1 35 ézﬂ -25
&2 -3 loaxd el
sistema se puede expresar matricialmente de la forma: €1 y_— G 2 , esdecir, AXX =C. Sila

éS-lSé

matriz A tuviera inversa, A", podriamos despeja X del siguiente modo: multlpllcamos por la izquierda los dos
miembros de la igualdad AxX =C, es decir, A"™* AxX)=A"*>C . Aplicando la propiedad asociativa:

(A‘1 xA) xX = A">C . Entonces | XX = A*>C, con lo que se obtiene X = A"*>C (obtén ahora t las soluciones

del sistema calculando la matriz A" y haciendo A'>C para asi obtener la matriz X; sonx =1,y =1,z = 2).




