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- . . 1- cosx
1. Calcular el siguiente limite: Ilm—o2
X® 0 (ex _ 1)
Solucién:
Cuando Xx® 0, cosx® 1 b 1- cosx® 0. Por otro lado, también cuando x ® O,
Y ) . . 1- cosx
e“®1 b (e -1) ® 0. Esto quiere decir que I!@rrgﬁ da lugar a una
et -1

indeterminacion del tipo %

Podemos de esta manera aplicar la regla de L'Hopital, segl]n la cual, Ilamando
1-cosx _ . f(x f'(x)

=lim

2
f(x)=1-cosxy g(x)=(e"-1),setiene: lim
() (9=(e- ) im—d

x®0 (ex ) 1)2 x®0 g(x

)
)
f'(x)=0- (- senx)=senx, g'(x) :Z(ex - 1) . Por tanto lim—— f(x) vuelve a ser
x®0 ' (X)
una indeterminacion del tipo %
Volviendo a aplicar la regla de L'Hopital se tiene: f"(x) =COS X,

g"(x):zgexex+(ex- 1) e d=2&" (e +e*- 1)8=2e* (2ex- 1), con lo que:

- fr(x) cosx _ 1 1

lim =lim = ==

@0 g"(x) x@02e*(2e*-1) 2(2-1) 2

por tanto im =% = jim ) — i f:(x) im0 1
x®0(ex_1) x®0 g(X) x® g (X) x®Og (X) 2

2. Encuentra el punto de la recta x+y =4, que cumpla que la suma de los cuadrados
de sus coordenadas sea minima.

Solucion:

Se trata de encontrar un punto (x, y) tal que x*+y® sea minima, bajo la condicion

x +y = 4. De esta ultima igualdad se obtiene y = 4 — x. Sustituyendo este valor en la
expresion x> +y?, lo que tendremos que hacer entonces es minimizar la funcion

f(x)=x*+(4- x)z.

fr(x)=2x+2(4- x)(-1)=2x- 8+2x=4x- 8. Por tanto f'(x)=00 4x-8=0
U x = 2 (este punto es un posible extremo relativo).
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f*(x)=4p f"(2)=4>0. Entonces x = 2 es un minimo relativo. EI valor de y
seray=4-x=4-2=2
Asi pues, el punto de la recta x +y = 4, que cumple que la suma de los cuadrados de
sus coordenadas es minima es (2, 2).

x> +3
X*- 4

a) Halla su dominio, puntos de corte con los ejes y simetrias.

3. Dada la funcion f(x)=

b) Halla las asintotas horizontales y verticales.

c) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos.
d) Haz una representacion grafica aproximada.

Solucién:

a) Por tratarse de una funcién racional el dominio sera el conjunto de los nimeros
reales excepto aquellos que anulen el denominador. x*- 4=00 x=2,x=-2.

Por tanto Dom(f)=j-{-2,2}.

Los puntos de corte con el eje X son de la forma (x, 0) . Hacemos pues y =0 b
X +3
X*- 4
corta al eje X.

=00 x*+3=0, que no tiene soluciones reales. Por tanto la funcién no

Los puntos de corte con el eje Y son de la forma (0, y) . Hacemos puesx=0Pp

2+ .
y :g =- E_ Por tanto la funcion corta al eje Y en el punto a%, - 39
-4 4 & 4p

- 2 2
f(-x)= ( X)2 3 X2 *3_¢ (x) P fespar (simétrica respecto del eje Y).
(e X
2

_ _ _ +
b) Asintotas horizontales: lim f (x)=1lim X_+3

- 1 es una asintota
X® ¥ X®¥ Y - 4

=1 by

horizontal.

Asintotas verticales: hemos visto antes que x*- 4=0U x=2, x=-2. Entonces

2 1-¥ si x® 2
lim £ (x) =lim >3 =y =1
®2 ®2x2- 4 {4¥ si x® 2°

2 1-¥ si X® -2
lim f (x) = lim < 3 =y =]
x®-2 ®-2x°- 4 T+¥ si x® -27

Por tanto x = 2, x = —2 son asintotas verticales.
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2x(x- 4)- (X +3)2x _2x¢- Bx- 26~ 6x _ - 14x

c) f'(x)=
(x2 - 4)2 (x2 - 4)2 (x2 - 4)2
fr(x)=00 LXZ:O U -14x=00 x=0(este es un posible extremo
(- 4)
relativo).
Estudiemos ahora el signo de la primera derivada:
(-¥,-2) (-2, 0) ©, 2) (2, +¥)
fr(x)>0 fr(x)>0 | f'(x)<0 | f'(x)<O
creciente creciente | decreciente | decreciente

De aqui se deduce que f es creciente en (-¥,- 2)E(-2,0) y decreciente en
(0,2)E (2, +¥). Ademés en x = 0, f pasa de ser creciente a decreciente, con lo

N _ 36
que el punto x = 0 es un maximo relativo. En concreto el punto ?é% - ZS, pues
a

f(0)=-%

Obsérvese que no es necesario recurrir al estudio de la segunda derivada para
deducir que x = 0 es un maximo relativo. En cualquier caso comprobemos que

f*(0)<0.

()= -14(x- 4) - (-14x)2(x - 4)2x _(x*- 4)(- 14x" +56+56x°) _
(X2 - 4)4 (x2 - 4)4

wioy _420°+56 _ 56 56 _ 7 _

(0= (02- a) (o e 80P YT

_42x* +56

)

méaximo relativo.

0 es un

d)




Examen de Matematicas Il Departamento de Matematicas
Septiembre de 2009 Profesor: Pedro Castro Ortega

4. Halla las derivadas de las siguientes funciones:

_ [senx
a) y= BV

b) y=cos+Inx

Solucion:

By = 1 (cosx)x-senx 1 [ x xcosx-senx _ | X Xcosx- senx
’ [senx X2 2\ senx X? sen x 2x°
X

También se puede simplificar asi, racionalizando para evitar raices en el
denominador:

sen x
_ 1 (cosx)x-senx _\ x aE0osx senxo_
—_— 2 - = 2 +_
sen x
2\/senx X 5 Senx & X X° g
X
senx senx sen x sen X
COS X
COSX senx _ X X
senx senx NG 2sen X 2X
X X
1 _-sen In x
b) y'=-senvInx

\/In x X 2xJInx
5. Halla las siguientes integrales indefinidas:

‘X+36d
2 O4+9x2 X

D) O dx
X
Solucién:
a) Esinmediata (“logaritmo + arcotangente”) si la descomponemos en otras dos:
0—‘X+36 X = ——dx + ¢ 36 dx
4 +9x° O1vox O1vox
X 1. 18x 1
O—— X ==—=dx=—=In(4+9x*)+C
4 +9x? 184 +9x° 18 ( )
39 3
00— 36 dx =C ) dx =C > dx—go—‘ 2 dx=60—=— 2 dx =
4 +9x? 01+9X2 0 aB3x ('jz 3 aBx ('j2 a8x ('j2
A I+ I+ I+
&2 5 &2 5 &2 5
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=6arctg aéﬁ%c
29
Por tanto
X +36 X 36 1 aBX O
S dx = ¢ dx + ¢ dx =—In(4+9x?)+6arctg c—=+C
Opror = Oprgr 0 O g =15 (4+9%) 25

b) Integrando por partes:

é u
~u=Inx dv=—dx
JInx e x2 U el eelol -Inx @16
o—de:e UZInX —_— - —+—dX: - —2+dX:
X édu—idx V:-_l a 8Xg X @gX X X° g
X x d
- -Inx-1
_ Inx_£+C: In +C
X X X

6. Resuelve la ecuacion matricial AXB =B?, siendo
& 0 -1p A 0 26
A=S0 1 -13;B=%0 1 3
§1 -1 04 §1 0 1y
Solucion:

Multiplicando por la izquierda por la inversa de A y por la derecha por la inversa de
B setiene: A'AXBB'=A"'B*B'bP X =A'B°B"

Hallemos la inversa de A:
Determinante de A: [A|=(0+0+0)- (-1+0+0) =1

el -1 -19
Matriz adjuntade A: A°=%1 1 0:
él 0 0g
el 1 10
Traspuesta de la adjunta de A: (Ad )t =¢1 1 0:
-1 0 0}

el 1 16 a1 1 106
Matriz inversa de A: A'lzli(Ad)tz%g-l 1 0129-1 1 0:
é-l 0 04 §-1 0 0g
Hallemos la inversa de B:
Determinante de B: |B|=(1+0+0)- (2+0+0)=-1
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el 3 - 1('5
Matriz adjuntade B: B =%0 -1 0>
é 2 -3 15
el 0 -206
Traspuesta de la adjunta de B: (Bd )t =¢3 -1 - 3.
é- 10 1g

el 0 -2(‘5 a1 0 2('5
Matriz inversa de B: B'lzi(Bd)t:iQS -1 -3.=5.3 1 37

8 '1§1 0 1@§1 0 -1

& 0 2064 0 26 a8 0 46
Ademas B2=S0 1 3750 1 31=$3 1 6_

élOl%lOlg 2032,
Por tanto:

el 1 168 0 4ol 0 26 &2 1 56wl 0 26
X=AB2B'=%11 0% 1 653 1 3:=0 1 2531 3

§-1 0 oéz 0 3%1 0 -1 gs 0 -4%1 0 -1

a0 1 20
=611 17
él 0 -25

Observa que también lo podriamos haber hecho asi y es mas rapido:

el 1 1oad 0 26 a0 1 26
X=ABB*=AB=%1 1 0%0 1 31=%11 17
él 0 Ogl 0 1Q,§1 0 -25

. ix+z=1

7. a) Halla la ecuacion general de un plano p que contenga a larecta r© | r720 y
Ty+tz=
pase por el origen de coordenadas.

b) Halla las ecuaciones de una recta s contenida en dicho plano, que sea
perpendicular a r y que pase por el punto P(1,0,0).

Solucién:
a) Es muy facil pasar la recta a paramétricas. Llamando z =1 , se tiene claramente
ix=1-1
0 :'yz-l . Por tanto dos puntos de la recta son, por ejemplo: A(l, 0, 0) y
1, =
rz=1

B(O,-l, l). Como el plano p que se busca debe pasar por el origen de
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b)

coordenadas  O(0,0,0), tiene vectores directores 8‘;&:(1,0,0) y
OB = (0,- 1,1). Asi pues:
x-0 y-0 z-0 |x z
1 0 0|=[1 0/=00 (0+0-z)- (0+y+0)=00 -y-z=0
0 -1 1 0 -11
y el plano buscado es p°® -y-z=0pb p° y+z=0.

Un vector perpendicular al plano es 15 =(0, -1,- 1). Un vector director de la

recta r es \'/:(- 1,-1,1) El producto vectorial de U y V es un vector wque

tiene direccion perpendicular al plano determinado por U y v. Asi pues una
recta que tenga por vector director w sera perpendicular a r. Por tanto la recta s

que nos piden es aquella cuyo vector director es W y pasa por P(l,0,0)
(observa que P 1 p, y entonces tambiénsi p).

i J ok
w=l"Vv={0 -1 - :(-ir+f+0)-(lg+0+ir):-2{+f-IED w=(-2,1,-1)
-1 -1 1
ix=1-2|
Entonces s°:'y=I
L7=-]




