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INTEGRAL INDEFINIDA. METODOS DE INTEGRACION

Método de integracidn por cambio de variable

Consiste en sustituir x por una funcion adecuada para que la expresion resultante sea mas
sencilla de integrar que la primera.

Si x es funcién de t: x = g(t) , entonces la diferencial de x es: dx = g'(t)dt, con lo cual:

|C F(x)dx = ¢ f(g(t))gﬁit)dtl

Aplicaremos este método cuando la segunda integral sea mas facil de calcular que la
primera. La cuestion mas dificil es saber la funcion g(t) adecuada en cada caso.

Ejemplo 1

Calcular la siguiente integral: (y/1- x?dx

Llamando x = sent, serd dx = costdt , y la integral anterior se puede escribir:

O‘ /1- sen’t costdt = c‘jos2 =L SN2t oL, 2sentcost =(*)
2 4 2 4

Si x = sent , entonces t = arcsenx , y ademés cost =+/1- sen’t =/1- X

arcsenx Xa/1- X2

2 2

+C

Por lo tanto, (*) =

Nota: La integral (‘cos2 tdt se ha realizado teniendo en cuenta la siguiente igualdad

] . 1+cos2t
trigonometrica: cos’t=—"7—

Generalmente, al hacer un cambio de variable, se escribe t en funcion de X, en lugar de x
en funcion de t, es decir, se hace t = h(x), con lo cual sera: dt = h'(x)dx.

Ejemplo 2
Calcular la siguiente integral: ¢ 10X+53 dx
X2 +x)
Pongamos (3 10X+53 dx =50 2X+13 dx = (*). Llamando t = x* + X , sera
X +x) X +x)
_ . (x) — \dt _ N\, .3 _ 5 -2 _ = 5
dt = (2x+1)dx , luego: ( )_SQ?_SO dt =- Et +C —W+C
X +X
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Método de integracion por partes

Consiste en aplicar la formula de la derivabilidad del producto: (u-v)' = u'v + uv', es
decir: u-v' = (u-v)' — u'-v.

Integrando en ambas partes: cu >v@x = ¢((U )¢ udv)dx = ¢(u)@x- cubvdx. Asi

pues: (ux@x =ux - cuvdx , formula mas conocida de la forma:

|(‘udv =uv- (‘vdul

que se puede memorizar asi: “Un dia vi una vaca vestida de uniforme™.

Podemos aplicar la formula anterior para calcular una integral del tipo cyidv siempre que

sepamos calcular vy cydu.

Ejemplo 3

Calcular la siguiente integral: ¢xcosxdx.

. . . Tu=x
Esta integral es del tipo cudv, siendo: | :
1 dv = cos xdx
. idu=dx
De aqui se deduce que: |
1V = senx

Aplicando la formula de integracién por partes tenemos:

(‘x c0os xdx = xsenx - (‘senxdx =xsenx +cosx +C

Ejemplo 4

Calcular la siguiente integral: ¢arctgxdx .

= arctgx

y . De aqui se deduce:
dv = dx

. o : i
Esta integral es del tipo cudv, siendo: |
i

1

1
4 dU - . i . »
:' 1+ x? . Aplicando la férmula de integracion por partes tenemos:

tv=x

hY _ N\ l _ l 2
Orctgxdx = xarctgx - q+—xzdx = xarctgx - Eln|1+ X |+ C
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Ejemplo 5

Calcular la siguiente integral: (‘xpexdx siendo p un nimero natural.

Esta integral es del tipo cudv, siendo: . De aqui se deduce que:

u=x"
dv =e*dx

—_———/

. Aplicando la férmula de la integracién por partes tenemos:

(x"e"dx = xPe* - pexPletdx

De esta forma el calculo de la primera integral se ha convertido en el célculo de otra
integral del mismo tipo en la que el exponente p se ha rebajado una unidad. Realizando el

proceso p veces se llega a la integral ce*dx que es inmediata.

Otras veces, al aplicar la integracion por partes llegamos a la misma integral que
teniamos al principio, y entonces, podemos calcularla pasandola al primer miembro y
despejandola.

Ejemplo 6

Calcular la integral: ¢sen®xdx.

=sen®

X
. Por lo tanto:

. L . iu
Esta integral es del tipo cudv, siendo: {
1V = senx

du = 3sen®xcos xdx . , . .
. Aplicando la formula de integracion por partes tenemos:
Vv

(pen’xdx =- sen*xcosx +3¢pen®xcos’ xdx =- sen’xcosx +3¢gen’x(1- sen’x)dx =
= - sen’xcos x +3¢yen’xdx - 3¢penxdx = (*)

3 3 3 Y 4
=-Sen°xcosx +Ex- Zsean- 3cpen”xdx

Observemos que la Gltima integral es precisamente la que queriamos calcular, luego si la
pasamos al primer miembro tenemos:

4csenxdx = - sen‘°’xcosx+§x- Esen2x y finalmente:
o 2 4
- a1 4 3 3
(pen xdx =- =sen°xcosx +—x- —sen2x+C
4 8 16

Nota: En (*) se ha utilizado que c‘fenzxdx :%x- %sean
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Integracion de funciones racionales

P(x)

Una funcién racional es de la forma y =——= , donde P(x) y Q(x) son polinomios.

Q(x)

Si el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador, se divide el
primero por el segundo, con lo cual se obtiene un cociente C(x) y un resto R(X).

Entonces se cumple: P(x) = Q(x)C(x) + R(x), luego:

P0Y _ QMICHY+ROY _ v R()

Q(x) Q(x) Q(x)
Ejemplo 7
5_ 4 3 2 _
Calcular la siguiente integral: GX 2X 102( +16x” +18x- 9 o
X“-2x-3

Como el grado del numerador es 5 y el del denominador es 2, dividimos el primero
por el segundo y obtenemos x° - 7x + 2 de cociente y x - 3 de resto. Por lo tanto:

X° - 2x* - 10x° +16x% +18x- 9 X-3 04 -
X2 - 2x-3 X*- 2x+3g

R 3
dX:QX -TIX+2+

4 2
:X—-7i+2x+\zx 3 ix
2 - 2X+3

Como los polinomios son sencillos de integrar, el problema se ha reducido al calculo de
. . P(x .
una integral del tipo ¢ ( )dx, siendo el grado del numerador menor que el del
& (x)
denominador.

En primer lugar descomponemos en factores el denominador Q(x). Vamos a considerar
los tres casos siguientes:

1°) Q(x) tiene solamente raices reales simples

Supongamos que éstas son XX, ,...,X,. Entonces: Q(x) =a, (x- x)(x- %,)...(x- x,) ¥
P

podemos escribir: (X) S S +...+i, donde A,A,,...,A, son nimeros

Q(x) x-x x-Xx X- X
que se calculan de la forma que veremos en el siguiente ejemplo.

Por lo tanto:
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P() oA A AR A -
cmdx-oadx+ T, dx+..+ Tx dx =

=AIn(x- x)+AIn(x- x,)+..+A In(x- x,)

Ejemplo 8

Calcular la siguiente integral: 02 +SX++27 6dx
X2 +9x* +7x-

Resolviendo la ecuacion 2x® +9x2 +7x- 6 =0 encontramos sus soluciones:

:%, X, =-2, X, =-3 que son reales y distintas. Entonces:
2 + 9% +7x - 622?-%g(x+2)(x+3):(2x-1)(x+2)(x+3);
[}
3X+2 _ A B C
+ +

23 +9x2+7x- 6 2x-1 x+2 x+3
y vamos a hallar los nimeros A, B, C que cumplan esta condicion.
La suma de las tres fracciones del segundo miembro es:
A(x+2)(x+3)+B(2x- 1)(x+3)+C(2x- 1)(x+2)
(2x-1)(x+2)(x+3)

, Y como

2x3 +9x* +7x- 6=(2x- 1)(x+2)(x+3), los numeradores también deberan de
ser iguales, luego: 3x+2 = A(x+2)(x+3)+B(2x- 1)(x+3)+C(2x- 1)(x +2)
Esta igualdad es cierta para cualquier valor que demos a x.

. i 1
En particular, si hacemos x :E resulta:

1 a o 1 ,0ad .0 1 ,06ed .0 7 5
3e+2= AL 490 40,382 108 40, ~FHL —+2_,—=A—
2 §2 "2 Tp &2 2 g5 &2 g2 2 2

de donde A =§ . Anadlogamente, si hacemos x = -2 resulta B =% , Y si hacemos x = -3

Y

resulta C = —1. Por lo tanto:

N 3x+2 _~e?/5 LA5 /5 -1 OdX
x3+9x2+7x-6 2x-1 x+2 x+3_

:%In(ZX- 1)+gln(x+2)- In(x+3)+C




Matematicas Il Pedro Castro Ortega
Métodos de integracion Profesor del IES “Fernando de Mena”

2°) Q(x) tiene raices reales multiples

Supongamos que x, es una raiz multiple de orden k. Eso significa que en la

. - , k - .
descomposicion de Q(x) aparecera (x- xl) . Entonces se opera de una forma similar al

apartado anterior, haciendo una descomposicion en suma de fracciones. La raiz x, dara

A L Azk_1+...+A‘

origen a la suma de fracciones: -
(x- %) (x-x) X=X

, donde A A,,...., A

son nuameros que se calculan de la forma que veremos en el ejemplo siguiente.

Integrando la suma de fracciones anterior tenemos:

-k+2

Ejemplo 9

1 dx
x%- 3x% +5x- 2

Calcular la siguiente integral: q -

Resolviendo la ecuacion x* - x* - 3x* +5x- 2 =0 encontramos que sus soluciones
son x, =1y x, =-2, siendo x, unaraiz triple, es decir:
x*- x*- 3x2 +5x- 2= (x- 1)’ (x+2).
1 A B C
= =+ =+ +
x*- x3- 3x% +5x- 2 (x- 1) (x- 1) X-1 x+2
nameros A, B, C, D que cumplen esta condicion. La suma de las cuatro fracciones del
A(x+2)+B(x-1)(x+2)+C(x- 1)2(x+2)+D(x- 1)3
(x- 1) (x+2)

3 , .
como x*- x*- 3x* +5x- 2=(x- 1)"(x+2), los numeradores deberan ser iguales,

Luego: , Y vamos a hallar los

segundo miembro es: Y

luego: 1= A(x+2)+B(x-1)(x+2)+C(x-1)°(x+2)+D(x- 1)’

Esta igualdad es cierta para cualquier valor que demos a x.

En particular, si hacemos x = -2:1=D(-2-1)’b 1=-27DP D =-1/27,si
hacemos x = 1: 1=A(1+2)pb 1=3Ab A=1/3, sihacemos x = 0:
1=2A-2B+2C- Db -2B+2C =1- 2A+Db -2B+2C :%, y si hacemos

X=2:1=4A+4B+4C+D b 4B+4C=1-4A- Db 4B+4C=-%

Resolviendo el sistema formado por las dos Ultimas ecuaciones: B =- 1/9,C =1/27

N 1 _® 13 -9 127 -1/270
Q(“- x® - 3x% +5x - Zd)(_c§(><.1)3+(><.1)2 +x-l+ X+2 ;dx—

1 1 1 1
=- —In(x-1)- =In(x+2
6(x-1)2+9(x-l)+27 n(x-1) 27 n(x+2)+C
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3°) Q(x) tiene raices imaginarias simples

- . . P(x) .
Entonces la descomposicién en fracciones simples de ——= da lugar a fracciones de la
Q(x)
hx +k .
forma —————, donde h, k son nimeros que se calculan de la forma que veremos en
ax“ +bx+c
los ejemplos siguientes, y las raices de ax* +bx +c¢ son imaginarias.

. . ~ hx+k
VVeamos como se calcula la integral > dx.
X +bx+c
Vamos a distinguir dos casos, segun que sea 0 no sea nulo el valor de h del numerador
hx + k.

h=0

Entonces aplicamos al denominador el método del completamiento del cuadrado. De esta
forma, el denominador ax* +bx +c¢ toma la forma a((x + m)2 + nz) :

Asi pues, ¢ dx = @ dx=X & L dx =
U +bx+c Q\((x+m)2+n2) a Yx+m)2+n?
K 1 . . .
=— —adx=(*). Si hacemos ahora el cambio de variable:
an Qﬁwmo
+ +1
&€n 3
R e
t:X+m;dt:%.Entonces(*):L zdt :Larctgt+C:Larctgae( m2+C
n n an +1 an an 8 n g
Ejemplo 10

Calcular la siguiente integral: c‘)zzs—dx
X°-12x+26

Aplicando el método del completamiento del cuadrado al polinomio 2x* - 12x + 26

2x° - 12x+26 =2(x* - 6x+13) =2(x* - 2x+3° - 3 +13) =2((x- 3)° +4)

Por lo tanto, ¢ 5 dx = Sax _5n X =
B 12x+ 26 Q((X_ 3)2+4) qu- 3)° +4

5 {  dx 5 < dx ~(%)

= —= =

2e Gy 24 Gass

4 €2 5

Haciendo el cambio de variable: t:%sb dt:%dxb dx = 2dt tenemos:

5.2dt 10 5 ax-30
*)=—= =—arctgt+C =—arctg c——=+C
O g Qrar g M9 TN
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hz0

Entonces descomponemos el numerador hx + k buscando una expresion que sea la
derivada del denominador (es decir, 2ax + b), y procedemos de la siguiente forma:

+2;ak(? h — Bax+b- b+—k;,yllamando p—ik- b,
h g 2a h h

& ko h
hx+k=hFx+-2=—%
X 8 : 2a8 ax

hg
hx +k h <2ax+b+p h < 2ax b

tenemos: C‘Lfdx:—wdx:— > dx +
X +bx+c 2a “ax° +bx+c 2a “ax° +bx+c

h < P P

h h <
+— dx =—Inlax® +bx +¢|+— dx
2a@x2+bx+c 2a | | 2a@x2+bx+c

Esta Gltima integral carece de término en x en el numerador, luego se calcula por el
procedimiento visto en el apartado anterior, parah =0.

Ejemplo 11
4x+3

Calcular la siguiente integral: mdx
X

Teniendo en cuenta que la derivada del denominador es 2x + 2, transformamos el
numerador de la siguiente forma:

ax+3=4%+20=2%8,,30_7%8, 15 2+3%-2(2x+2)-1
& 45 28 25 & 29
Por lo tanto:

~  4x+3 2X 2 N 2X+2

.1 B
Oz 2x+50 0& +2x+5 Q} +2X+50 q2+2x+50dx_

N 1 ) ]
=2In(x*+2x+50)- dx . Esta tGltima integral se calcula asi:
( ) Oz 2x+50 :

X2 +2x+50 = X2 + 258 +50 = x* + 254 +12 - 12 +50 = (x+1)° +49

\ 1 N 1 1 < dx
E t . = = — =
ntonces: (y 2%+ 50 dx " +1)2 o dx e x+1)2 .
49

=LA dX2 =1a ]/72 dx:—arctgaa(—12+c
49 Uy +14 70u+18 &7 5
=791 =729 41
&7 & &7 5

Finalmente tenemos:

~ 4x+3

> dx:2In(x2 +2x+50)- iarctg "f’il%c
+2x+50 7T B
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Ejemplo 12

T +
Calcular la siguiente integral: Q= X 7x15:(9x3f17 dx

Resolviendo la ecuacion x* - 7x* +9x+17 =0 encontramos que tiene x, =- 1como

Unica solucion real. Entonces: x° - 7x* +9x +17 =(x +1)(x2 - 8x +17) .

x*+15x-38 _ A L hx+k
X*- 7x*+9x+17 x+1 x*- 8x+17
A, hy k que cumplen esta condicion.

Asi pues: y vamos a hallar los nameros

La suma de las dos fracciones del segundo miembro es:
A(x2 - 8 +17)+(hx+k)(x+1)
(x+1)(x2 - 8x+17)
luego: x? +15x - 38 = A(x2 - 8x +17) +(hx+k)(x+1).

Esta igualdad es cierta para todo valor que le demos a x.
En particular, si hacemos x = -1, resulta: =52 = A-26, de donde A = -2.
Anéalogamente, si hacemos x = 0 resulta k = —4, y si hacemos x = 1 resulta h = 3.

< X°>+15x- 38 -2 <~ 3x-4

dx = dx + dx .
- TX* +9x +17 Q}+1 QZZ - 8x+17

La primera de estas dos integrales es: -21In (x +1) .

Por lo tanto:

Para calcular la segunda integral tengamos en cuenta que la derivada del denominador

es 2x — 8, luego el numerador se transforma asi:

3x- 4= 38‘?<-f2_§ 80_333 -8+8-29=3(2x-8)+8,yla
8 8 8 3g 2
segunda de las dos integrales anteriores se convierte en:
~ 2X-8 \ 2X- 8 dx +
ZQZ 8x+17 QZ 8x+1 - 8x+17
N 1

+8 dngln(xz- 8x+17)+8arctg(x- 4).

x- 4)" +1
Por lo tanto, finalmente tenemos:

x? +15x - 38
- IX* +9x+17

dx =-2In(x +1) +§In(x2 - 8x +17) +8arctg (x- 4)+C




