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Integrales inmediatas. Integral indefinida. Calculo de areas

1. Concepto de primitiva. Propiedades
Se dice que F es una primitiva de f si la derivada de F es f. Por ejemplo F(x)=x* es
una primitiva de f (x)=2x, porque F'(x)=f(x).

Toda funcién admite infinitas primitivas que se diferencian entre si en una constante
aditiva, llamada constante de integracion. Dichas primitivas se representan mediante

of (x)dx

donde el simbolo () se lee “integral” y dx, “diferencial de x”; este Gltimo tiene por
objeto designar la variable respecto de la cual se realiza la integracion. Asi pues, en el
ejemplo anterior pondremos: (@xdx = x*+C (C es la constante de integracion;

recuérdese que la derivada de una constante es 0)

Asi como hay una regla de derivacion para cada una de las operaciones suma, resta,
producto por escalares, multiplicacion, division y composicion (regla de la cadena),
desgraciadamente, para la integracion s6lo hay reglas para las tres primeras operaciones:

o F(x)+g(x))dx = ) (x)dx + A ( x)dx
A F(x)- g(x))dx = df (x)dx - dp(x)dx
Ot (x)dx =k Of (x)dx

2. Tabla de primitivas. Integrales inmediatas

Integrales inmediatas Ejemplos
a1 1. 1
1. cpx=x+C ¥ dx==rx==x+C
d! O g=E,0%=3
2. &ax =X +c o rdx=5¢xdx =55 +c=2x +C
O o 4 4
si n es distinto de —1.
1 3
1 2" 2 3
G xdxzc‘j@dx—x +C:X—+C=2\/X7+(
1 3 3
~“+1 -
2
=2X\/§+C
3
X Hxt & x?
uonx—c%—+—_dx dx +x77
-2 7 xtox°
—0( dX+0( dX——1+—6+C—
=11 .c
X 6x°
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O‘ '(x)of f(x)] dx—[ ( )]

_\Inx

dx Q:In xdx—

sint -1 (recuérdese que si f(x):lnxb f'(x):%)
.dex 1dX In|x|+C a Ql_xdx ‘1£dx:—qzdx:—ln|x|+c
(%)
asenx

C)md =In|f (x)|+C

0 (%0 xdx = enx—dx—
e osx O CoS X

S 1
=- sen X——dx =- In|cos x| +C
O COS X | |

(recordemos que la derivada del coseno es el
“menos seno”)

. c‘y*dx:eX+C

of ' (%) e Max=e ™ +C

9] c‘£-3ex)dx:-3c‘yzxdx:-3eX +C

Jx

. \ € \ 1 Jx JIx .

U dx = eV'dx =¥* +C (aqui hay que
(0 N R ¢ W (2aut hay g

recordar como se deriva la raiz cuadrada)

4 i1 1. 1 4
¥ dx=4"dx==— dx == +C=
"0 "G 3 3In4

= 4 +C = 4 +C = 4 +C
3In4 In4® In64

senx

G (‘yosxz“”xdx: +C

In2

. (‘yosxdx:senx+C

Of ' (x)>cos f (x)dx =
=senf(x)+C

4

U C\‘ZXS +5cosx)dx:2XI+53enx+C =

X4
:7+53enx +C

 Cpos xcos(senx)dx =sen(senx)+C

. (‘jsenxdx:- cosx+C

Of ' (x)>sen f (x)dx =
=-cos f (x)+C

U d2cosx- 3senx)dx =2senx- 3(- cosx)+C =
=2senXx+3cosx+C

\sen In x

o—d sten (Inx)dx =- cos(Inx) +q

. C‘jec2 xdx = Qﬁdx =

= dl+tgzx)dx =tgx +C

_xl+cos® x &* 1 cos X 0
U > dx = ~dx =
cos? x cos? X cos X g

:dseczx+cosx)dx=tg x+senx+C
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dx—

c‘)"(x)@ﬂng (x)gex = Omdx—
=doi+x()x)dx=tgf(x)+c =tg(Inx)+C

/\><\|—\

N1 o= N . 5/4 . 14
9. dx =arctgx +C (] = = =
Oz1 v Q(2+4dx qx2+4)/4dx 50X27dx
f'(x) 4 4
oidx arctg f (x)+C 5 ,
()H +1 5 Y dx==arctg=+C
2Uas .
&2 5
1
10. 07\ dx =arcsenx+C ‘ xdx dx \ 2x dx
V1- x? \/1 N \/1 2 2 \/1
c\)&dxzarcsenf(xﬁc =Larcsenx? +C
\1- f(x)2 2
< -1 o
11. 0*r = dx =arccosx +C Oﬁdx_ O\/%dx arccos x +C

() dx =arccos f (x)+C

O— v i O dx =y dx = “+C
1- f(X)Z u O\/T? X O\/ﬁ X =arccose

12. gnxdx=xInx- x+C dn (Inx)

d = In Inx
Jog x:i(xlnx- x)+C =In ><| | c|lz +C
X= 13 =Inx n(nx)- nx

c‘)f'(x)>1nf(x)dx=
=f(x)An f (x)- f(x)+C

13. (Jgxdx =- Injcosx|+C \tg\& \tg\f
i _
O ®=20,0% &

Of ' (x)>g f (x)dx =
=- In|cos f (x)|+C

_on 1 _
—Zomtg \/de—-ZIn|\/§|+C

Combinando las reglas de integracion para la suma y diferencia de funciones, la integral
de un escalar por una funcion (dadas en el primer recuadro) y las integrales inmediatas
dadas en la tabla anterior se pueden calcular multitud de integrales de forma inmediata.
En los ejemplos se han visto algunas. De todas formas veamos un ejemplo mas:
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c%e3X +5£—dx O“dx +50—dx ——desx +50< V2dx = e3X +5X_ T+C=
2

3x
:iesx +E\/;+C :M.{-C
3 5 15

Logicamente, existen “trucos” y formas de utilizar herramientas matematicas
(potencias, raices, polinomios, trigonometria, logaritmos, etc.) que son extremadamente
atiles para dominar el célculo integral. De todas formas so6lo el tesén y la constancia
hacen posible saber integrar con éxito.

3. Integrales definidas

Hay varias maneras de definir Qf dx (léase “integral definida de f entre ay b”, 0

simplemente “integral entre a y b”). No vamos a entrar (por ahora) en ello. Sin
embargo, y en cualquier caso, se cumple la regla de Barrow, que dice: si F es una
primitiva cualquiera de f, entonces

O (X)dx=F (5)- F (2)

7L - , 7 a . .
Por razones précticas se introduce el simbolo gF(x)H] que representa la diferencia

3
F (b)- F (a). Por ejemplo: (y2xdx =gy =3°- 12 =8.

4. Célculo de areas mediante integrales

Geométricamente, la integral definida entre a y b de una funcién f es el area del recinto
encerrado entre la gréfica de la funcion f, las rectas verticales x =ayx = b, y el eje X:

]

’\y
f//f ’!ﬂﬂ}e.ﬂt:]‘:f(x)
d-r'-””_‘f
7] 5T

Por ejemplo, el area del recinto encerrado por la parabola f(x) =-2x*+2x+12, las
7 1
é
rectasx =1, x=-1yel eje X, es A= 01( 2x2 +2x+12)dxg 2?+x +12xH =
1

oae_? o_ 68

?ée% 1+12 +1- 12_—— @r2,67 u® (unidades cuadradas):
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10

3

1

A= (‘)1(- 2x% +2x +12) dx

$eL

(=

Sin embargo, cuando al calcular el area comprendida entre una curva y = f (x) ,eleje X

. . b
y las dos abscisas x = a y x = b, simplemente calculamosQ f (x) nos podemos
encontrar con casos como los siguientes:

Entonces, el resultado de la integral no representa el area buscada. Ello es debido a las
compensaciones que se producen de las partes positivas con las negativas.

La forma de proceder sera calcular, por separado, las integrales de los diversos sectores
y, posteriormente, sumar sus valores absolutos.

Por tanto, para calcular el &rea comprendida entre la curva f (x) , el eje X'y las abscisas
X =ayXx = b, conviene dar los siguientes pasos:

I. Resolver la ecuaciéon f (x) =0 para averiguar los puntos de corte de la curva con
el eje X.

Il. Seleccionar, de entre las raices de la ecuacion anterior, aquellas que estén
comprendidas entre a y b. Imaginemos que estas raices, ordenadas de menor a

mayor, son X,, X,, X,. Es decir, se cumple: a<x <x, <X, <b.
I11. Buscar una primitiva de f (x). Llamémosla F (x).
IV. Calcular F(a), F(x), F(x,), F(x) y F(b).

V. F(x)-F(a), F(x)- F(x), F(x)- F(x)y F(b)- F(x,) son las integrales
de los cuatro recintos en los que queda dividida el area buscada.

Sus areas son los valores absolutos de estas cantidades y el area buscada es la
suma de ellas.

Observemos que, con estos pasos, no es necesario dibujar la curva.
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Ejemplo:
Calcular el area de la region del plano limitada por la curva f (x)=x>- 6x*+8x yel
eje X.
I. Las soluciones de la ecuacion y
x*- 6x*+8x=0 son x, =0, x,=2,
X, =4. Por tanto estos son los puntos
donde la curva corta al eje X. 2

Il. Como nos piden el area de la region del
plano limitada por la curva y el eje X,
tendremos que calcularla precisamente
entre los puntos x, =0, x, =2, X, =4.

I1l. Busquemos una primitiva de f(x): N

4
F(x)= dx3 - 6x? +8x)dx:XT- 2x3 +4x°

IV. F(0)=0, F(2)=4, F(4)=0
V. F(2)- F(0)=4, F(4)- F(2)=-4.Elareabuscadaes 4+|-4|=8u’
Observa la grafica, pero es innecesaria para obtener el area pedida.

5. Area comprendida entre dos curvas

El area comprendida entre dos curvas, f y g, es igual al area comprendida entre la
funcion diferencia, f — g, y el eje X.

Ejemplo
Calcular el area del recinto delimitado o comprendido por la recta y=2x+1y la
parabola y = x*- 4x +1.

Llamamos f (x)=2x+1, g(x)=x*- 4x+1 P
b (f-g)(x)=-x*+6x.
Igualamos a cero: - x> +6x=0 U x=006x = 6.

Hallamos una primitiva de f — g:

3
F(x)= d x? +6x)dx:- X?+3x2

F(0)=0, F(6)=36. Por tanto el area pedida es |F (6)- F (0)| =36 u’




